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Учебное пособие предназначено для студентов нематематических факультетов университета, 
обучающимся по направлениям «Химия», «Химия, физика и механика материалов». Теоретиче-
ские сведения, необходимые для решения задач, приводятся в каждом параграфе. Пособие 
содержит подробные решения задач на рассматриваемую тему, которые отобраны из практики 
проведения семинарских занятий при реализации курса высшей математики на химическом  
факультете. Пособие снабжено иллюстрациями и содержит контрольные задания для индиви-
дуальных работ в пределах группы 20 человек. 
Материалы пособия в течение нескольких лет использовались при изучении курса «Высшая 
математика» для направлений «Химия» и «Химия, физика, механика материалов» химического 
факультета СПбГУ. 
Настоящее пособие может быть полезно студентам, изучающим данный курс или соответст-
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Аналитическая геометрия изучает геометрические объекты средствами алгебры и математи-
ческого анализа. Основателями аналитической геометрии являются Пьер Ферма и Рене Декарт
1
. 
Декартом был разработан  метод координат, лежащий в основе аналитической геометрии. 
§1. Метод координат 
1. Координаты на прямой  
В данном пособии используются понятия и сведения, известные из школьного курса  
геометрии и векторной алгебры, такие как координаты точки на вещественной оси, вектор,  
координаты вектора, простейшие операции над векторами и др. 
Числовая ось – это прямая с выбранным направлением, началом отсчета (началом коорди-
нат) и единицей измерения (масштабом) (рис. 1). 
 
 
Как известно из школьного курса математики, между действительными числами и точками 
числовой прямой можно установить взаимно однозначное соответствие. Вещественное число, 
соответствующее положению точки М на числовой оси, является координатой точки М. 
Положение каждой точки М на числовой оси Ox  однозначно определяется ее координатой 
x  и обратно, каждой точке М соответствует единственная координата xR , где R  – это мно-
жество действительных чисел. Точки числовой прямой отождествляются с действительными 
числами, которые им соответствуют. Подробнее о взаимно однозначном соответствии см. [3]. 
Расстояние на прямой 
Пусть точки А и В на прямой имеют координаты a и b соответственно (рис. 2).  
Расстояние  между точками А и В это длина отрезка [A,B], соединяющего эти точки. 
Для расстояния ( , )A B  между точками А(a) и В(b) верна формула: 
,     ,
( , )
,     .
b a b a
A B





 ( , ) | |    ,A B a b a b    R . 
Свойства расстояния: 
1) Неотрицательность: ,        ( , ) 0;   ( , ) 0 ,A B A B A B A B       
2) Симметричность:  ,        ( , ) ( , ),A B A B B A    
3) Неравенство треугольника: , ,     ( , ) ( , ) ( , ).A B C A C A B B C      
Задача  1 . Пользуясь понятием расстояния, найти действительные числа, удовлетворяющие  
1) уравнению | 5 | 4x   ;  2)   неравенству | 10 | | 6 | .x x    
Решение.   
1) Запишем уравнение, пользуясь понятием расстояния: | 5 | 4 ( , 5) 4x x     . Нужно найти 
на оси Ox  точки, расстояние от которых до точки с координатой 5x    равно 4 (рис. 3). 
 
 
Ответ:  9 или  1x x    . 
 
 
2) Запишем неравенство, пользуясь понятием расстояния: | 10 | | 6 | ( , 10) ( ,6)x x x x        
(рис. 4). То есть на оси Ox  нужно найти такие точки, расстояние от которых до точки  
                                                 
1
 Рене  Дека рт (1596 – 1650) — французский философ, математик, механик, физик и физиолог, созда-
тель аналитической геометрии и современной алгебраической символики. 
Пьер де Ферма  (1601 – 1665) — французский математик-самоучка, один из создателей аналитической геомет-
рии, математического анализа, теории вероятностей и теории чисел. 
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Рис. 1. 
0 B(b) A(a) x 
Рис. 2. 







с координатой 10x    меньше, чем расстояние до точки с координатой 6x  . Этому усло-
вию удовлетворяют точки, лежащие левее середины отрезка [ 10;6] . 
 
Ответ:  ( ; 2)x   . 
 
 
2. Координаты на плоскости 
Существуют различные системы координат на плоскости: декартовы прямоугольные, косо-
угольные, полярные. Рассмотрим прямоугольную декартову, косоугольную и полярную  
системы координат. 
2.1. Декартовы прямоугольные координаты 
Определение. Координатной плоскостью Oxy  называется плоскость с взаимно перпендику-
лярными числовыми осями Ox  – ось абсцисс и Oy  – ось ординат. Начало отсчета (начало ко-
ординат) лежит на пересечении координатных осей, единицы измерения на осях Ox  и Oy  
одинаковы (рис. 5). 
В дальнейшем будем рассматривать прямоугольную правую систему координат Oxy , когда 
поворот от оси Ox  к оси Oy  происходит против часовой стрелки на угол / 2 . Если кратчай-












Координатные углы называются квадрантами.  
Для них принята нумерация, показанная на рис. 6. 
Пусть 1 2,M M  – проекции точки M на координатные оси. 
Определение. Декартовыми прямоугольными координатами точки М называются координа-
ты проекций точки M на координатные оси: координата 1( )M x  – абсцисса, координата 2 ( )M y  – 
ордината точки М. 
Между множеством точек плоскости 2R и множеством упорядоченных пар вещественных 
чисел существует взаимно однозначное соответствие. Положение каждой точки М на  
плоскости однозначно определяется ее координатами ( , )x y  и обратно, каждой точке М  
соответствует единственная упорядоченная пара – ее координаты ( , )x y . 
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Рис. 4. 
Рис. 6. Рис. 5.
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1. Расстояние между точками.  
Даны точки 1 1 1( , )M x y  и 2 2 2( , )M x y . Найти 1 2 1 2( , ) | |M M M M  . 
Решение.  По теореме Пифагора запишем (рис. 7) 
2 2 2
1 2 1 2 1 2( , ) | | | |M M x x y y     . Откуда 
2 2




2. Деление отрезка в заданном отношении.  
Даны точки 1 1 1( , )M x y  и 2 2 2( , )M x y . Найти координаты 







  . 
Решение.  Пусть прямая 1 2( )M M , проходящая через 
точки 1 2,M M , не параллельна оси Oy  (рис. 8). Тогда по 
обобщенной теореме Фалеса  
1 1 1 1
2 2 2 2
| | | | | |
| | | | | |
M M PP x x x x
MM PP x x x x

 




Знаки модуля в последнем равенстве опущены, поскольку при 1 2x x  выполнено 





















. Итак, 1 2 1 2;   
1 1








Следствие. Координаты середины отрезка равны полусумме координат концов ( 1  ): 
1 2 1 2,   
2 2
x x y y
x y
 
  . 
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Преобразование прямоугольных декартовых координат 
Пусть на плоскости заданы две системы прямоугольных декартовых координат Oxy  и 
O x y   .  
Точка O  имеет координаты 0 0( , )x y  в системе Oxy , ось O x   образует угол   с осью Ox .  
Система координат O x y    получена из системы Oxy  с помощью параллельного переноса 
точки О в точку 0 0( , )O x y  и поворота на угол    
вокруг точки O  (рис. 10).  
 
Выведем формулы преобразования координат, 
используя средства векторной алгебры. 
 
Пусть ( , ) и ( , )M x y M x y   – координаты точки М 
в системах Oxy  и O x y    соответственно. 
Обозначим , , ,i j i j   – орты
1
 соответствующих осей 
, , ,Ox Oy Ox Oy  . 
Можем записать: 
0 0,   ,   .OM xi y j OO x i y j O M x i y j            
С другой стороны, .OM OO O M    
Умножая предыдущее векторное равенство скалярно на орты  и i j поочередно, и пользуясь 
свойствами скалярного произведения, получим: 
           
           
0 0
0 0
, , , , , , ,
, , , , , , .
x i i y j i x i i y j i x i i y j i
x i j y j j x i j y j j x i j y j j
        


       

 
Учитывая ортогональность соответствующих осей и очевидные равенства  
       , , cos ,   , cos( / 2 ) sin ,   , cos( / 2) sin ,i i j j i j j i                   имеем: 
0 0
0 0
1 0 1 0 cos sin ,
0 1 0 1 sin cos .
x y x y x y
x y x y x y
 
 
         







x x x y
y y x y
 
 
   

   
 
Частные случаи: 

































                                                 
1
 Ортом оси называется вектор единичной длины, сонаправленный с этой осью. 
























2.2. Декартовы косоугольные координаты 
Кроме прямоугольной декартовой системы в физике и механике рассматривают декартовы 
косоугольные системы координат.  
Пусть   – угол между координатными осями Ox  и Oy , где O  – начало координат в косо-
угольной системе Oxy , единицы измерения на осях Ox  и Oy  одинаковы. Тогда косоугольные 
координаты точки М – это координаты ( , )x y  точек 1M  и 2M , где  1 2,M M  – точки пересечения 
с координатными осями прямых, проведенных через точку М параллельно координатным осям 
(рис. 13).  
Связь между прямоугольными координатами ,x y  и косоугольными ,x y  в случае совпаде-
ния осей Ox  и Ox  и начала координат в системах Oxy  и Oxy  (рис. 14) имеет вид: 
cos , ctg ,
sin . / sin .
x x y x x y
y y y y
 
 















2.3. Полярная система координат 
Во многих задачах кроме декартовых удобно использовать полярные координаты.  
Определение. Полярной полуосью называется луч с выбранным 
направлением, выходящий из полюса F (начало отсчета), и единицей 
измерения. 
Определение. Полярным радиусом   точки М называется рас-
стояние от точки М до полюса F: | |,   [0, )FM    . 
Полярным углом   точки М называется направленный угол, отсчи-
тываемый против часовой стрелки от полярной оси к вектору FM .  
Полярными координатами точки М называется упорядоченная пара ( , )   (рис. 15).  
Чтобы между множеством точек плоскости и множеством упорядоченных пар веществен-
ных чисел ( , )   существовало взаимно однозначное соответствие, полярный угол   опреде-
ляется с точностью до слагаемого 2 ,    k k Z : [ ; 2 ),         R . Обычно полагают 
[0;2 )   или [ ; )    . Тогда положение каждой точки М на плоскости, исключая точку F – 
полюс, однозначно определяется ее полярными координатами ( , )   и обратно, каждой точке 
М соответствует единственная упорядоченная пара – ее координаты ( , )  .  
Для полюса 0  , а угол   не определен однозначно и может быть любым числом.  
Связь между полярными и декартовыми координатами 
Пусть полюс F совпадает с началом координат точкой О, полярная полуось совпадает с  
положительной частью оси Ox  в декартовой прямоугольной системе Oxy . 
Тогда для произвольной точки плоскости ( , )M x y  выполнено (рис. 16): 
Рис. 14. 






































2 2x y   .  
Для полярного угла   можно записать (если эти выражения 
определены) 
2 2 2 2
tg ,  cos ,  sin .
y x y
x x y x y
    
 
 
Если полярный угол [ ; )    , то в зависимости от того, в каком квадранте находится 




arctg                   при  0,
arccos      при  0,
sgn arctg   при  0,        
arccos   при  0,















     
  





arcsin         при  0,


















Если полюс F не совпадает с точкой О, а имеет в системе Oxy  координаты 0 0( , )F x y  









( ) ( ) ,
cos ,
  
sin , tg   при  .
x x y y
x x
y y





    
  
  








Задача. Вывести в полярной системе координат уравнение окружности радиуса R с  
центром в точке 0M , имеющей полярные координаты 0 0 0( , )M   . 
Решение.  Пусть полярная ось совпадает с положительной частью полуоси Ox  в декарто-
вой системе Oxy , полюс F совпадает с началом координат точкой О. Окружность – это геомет-
рическое место точек плоскости, расстояние от каждой из которых до центра 0M  равно радиусу 
0R  . Текущие декартовы координаты ( , )M x y  точки окружности  удовлетворяют уравнению 
0( , )r M M R , где 0( , )r M M  – расстояние между точками. Поэтому в декартовой системе коор-
динат уравнение окружности имеет вид: 
2 2 2
0 0( ) ( )x x y y R    .  
y 
y  
x  x 
  
( , )M x y  
О 
  






0x  x 







Если центр окружности совпадает с началом координат, уравнение примет вид 2 2 2x y R  . 
Учитывая связь полярных и декартовых координат, имеем: 
2 2 2 2 2 2
0 0 0 0 0 0 0 0( cos cos ) ( sin sin ) 2 (cos cos sin sin ) .R R                        
Окончательно 2 2 20 0 02 cos( ) R        . 
Если центр окружности совпадает с полюсом F, уравнение примет вид R  . 
Тот же результат можно получить другим способом. 
 
Из треугольника 0OMM  (рис. 18) по теореме косинусов 
получаем: 
2 2 2






3. Координаты в пространстве 
Рассмотрим декартову прямоугольную, цилиндрическую и сферическую системы  
координат. 
3.1. Декартовы прямоугольные координаты 
В трехмерном пространстве 3R  рассмотрим три  
взаимно перпендикулярные координатные оси Ox  – ось 
абсцисс, Oy  – ось ординат и Oz  – ось аппликат. Начало 
координат – точка О лежит на пересечении осей, 
единицы измерения на всех осях одинаковы (рис. 19). 
Будем рассматривать прямоугольную правую систему 
координат Oxyz , когда при повороте от оси Ox  к оси Oy  
направление оси Oz  выбирается по правилу «правого 
винта» (правилу «буравчика»). 
Трехгранные углы, образованные координатными 
плоскостями, называются октантами. 
Выше плоскости Oxy  ( 0z  ) расположены I – IV  
октанты, ниже ( 0z  ) V – VIII октанты. 
 
Пусть 1 2 3, ,M M M проекции точки M на координатные оси. 
Определение. Декартовыми прямоугольными координатами точки М называются координа-
ты проекций точки M на координатные оси: 1( )M x  – абсцисса точки М, 2 ( )M y  – ордината, 
3( )M z  – аппликата. 
Между множеством точек пространства 3R  и множеством упорядоченных троек вещест-
венных чисел существует взаимно однозначное соответствие. Положение каждой точки М в 
пространстве однозначно определяется ее координатами ( , , )x y z  и обратно, каждой точке М 
соответствует единственная упорядоченная тройка – ее координаты 3( , , )x y z R .  
Расстояние между точками 1 1 1 1( , , )M x y z  и 2 2 2 2( , , )M x y z  по пространственной теореме  
Пифагора равно 
2 2 2


















( , )M    
0  






Преобразование прямоугольных декартовых координат 
Пусть в пространстве заданы две системы 
прямоугольных декартовых координат Oxyz  и 
O x y z    . Точка O  имеет координаты 0 0 0( , , )x y z  
в системе Oxyz  (рис. 20), кроме того, заданы  
углы между осями , ,Ox Oy Oz  и осями 
, ,O x O y O z      . 
 
Можно вывести формулы преобразования 





cos ( , ) cos ( , ) cos ( , ),
cos ( ) cos ( , ) cos ( , ),
cos ( , ) cos ( , ) cos ( , ).
x x x O x Ox y O y Ox z O z Ox
y y x O x Oy y O y Oy z O z Oy
z z x O x Oz y O y Oz z O z Oz
              

              
               
 
3.2. Цилиндрическая система координат 
 
Цилиндрическая система координат в пространстве – 
это соединение полярной системы координат на плоско-
сти и декартовой системы на прямой, перпендикулярной 
плоскости.  
Пусть полярная ось лежит в некоторой плоскости P. 
Положение произвольной точки М в пространстве описы-
вается тремя координатами: ( , , )h  . Координаты  и    
совпадают с полярными координатами на плоскости P 
точки N – проекции точки M на плоскость P, h – коорди-
ната проекции точки М на ось, перпендикулярную плос-
кости P (рис. 21). 
 
 
Чтобы между множеством точек пространства 3R , исключая вертикальную ось, проходя-
щую через полюс, и множеством упорядоченных троек вещественных чисел ( , , )h   существо-
вало взаимнооднозначное соответствие, полярный угол   определяется с точностью до  
слагаемого 2   ( ) k k Z : [ ; 2 ),         R . Обычно полагают 0  или  .      
Для полюса F и вертикальной оси, проходящей через полюс F, 0  , а угол   не определен 
однозначно и может быть любым числом из промежутка [ ; 2 ),       R . 
Связь между цилиндрическими и декартовыми координатами 
Пусть полярная ось совпадает с положительной частью оси Ox  в декартовой прямоуголь-
ной системе Oxyz , полюс F совпадает с началом координат точкой О, плоскость P совпадает с 
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3.3. Сферическая система координат 
В сферической системе координат в пространстве 3R  положение произвольной точки М в 
пространстве описывается тремя координатами: ( , , )r   . Радиус | |r OM   расстояние от  
начала координат точки О до точки M, то есть длина радиус-вектора OM
1
. Углы   и   харак-
теризуют положение точки M на сфере радиуса r. 
Существует два способа введения сферических координат. Рассмотрим связь между сфери-
ческими и декартовыми координатами в обоих случаях. 
I. Углы   и   соответствуют «долготе» и «широте» при описании координат точки на земном 
шаре (рис. 23). 
Пусть точка N – проекция точки M на плоскость Oxy , 
( ; )Ox ON    –  направленный угол между осью Ox  и 
ON , ( ; )ON OM    – направленный угол между век-
тором ON  и OM  – радиус-вектором точки M  
(рис. 22). 
Тогда | | cosON r   и  
2 2 2 ,cos cos , 0,
sin cos ,   tg /  ( 0),   [ ; 2 ),
sin , arcsin( / ), [ / 2; / 2].
r x y zx r r
y r y x x
z r z r
 
      
    
     
  
      








II. Угол   такой же, как в I, угол ( ; )Oz OM    –  направленный угол между осью Oz  и  
радиус-вектором точки M (рис. 24). 
                                                 
1
































Тогда | | sinON r   и  
2 2 2 ,cos sin , 0,
sin sin ,   tg /  ( 0),   [ ; 2 ),
cos , arccos( / ), [0; ].
r x y zx r r
y r y x x
z r z r
 
      
   
     
  
      










Замечание. Не следует путать координату   в цилиндрических координатах – расстояние от 
точки О до проекции точки M на плоскость Oxy  и координату r в сферических координатах – 












































( , , ) ( , , )x y z r    
Рис. 24. 
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§2. Прямая на плоскости 
1. Прямая, проходящая через заданную точку перпендикулярно 
заданному вектор. 
Пусть на плоскости задана точка 0M  с координатами 0 0( , )x y  и задан ненулевой вектор N  с 
координатами ( , )A B  2 2( , ;   0)A B A B  R , т.е. ,N Ai Bj   где ,i j  – орты осей ,Ox Oy  












Определение. Вектор ( , )N A B  называется нормальным вектором к прямой , если .N   
Выведем уравнение прямой . Возьмем любую точку ( , )M x y  . Запишем условие ортого-
нальности векторов 
0  и ,M M N  приравняв нулю их скалярное произведение: 0( , ) 0M M N  .  
Учитывая, что 
0 0 0 0 0 0( , ) ( , ) ( , )M M OM OM x y x y x x y y        (рис. 26), имеем: 
0 0( , ) ( , ) 0x x y y A B    . 
Окончательно 
0 0( - ) ( - ) 0A x x B y y  . (1) 
Частные случаи: 














































Рис. 25. Рис. 26. 











Рис. 27. Рис. 28. 
Рис. 29. 
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2. Общее уравнение прямой 
ТЕОРЕМА. В декартовой системе координат Oxy любая прямая задается линейным уравнени-
ем 0Ax By C    ( 2 2, , ;   0A B C A B  R ) и обратно, уравнение первой степени при любых 
2 2, ,   ( 0)A B C A B  R  определяет некоторую прямую в Oxy. 
Доказательство теоремы приведено в [2]. 
Частные случаи общего уравнения прямой 0Ax By C   . (2) 
0, 0 :
A
C B y x
B









    – прямая параллельна оси Ox. 
0: 0B C x    – ось Oy; 0 : 0A C y    – ось Ox. 










Выведем уравнение прямой , проходящей через точку 0 0 0( , )M x y , и образующей направ-
ленный угол   с осью Ox  ( ( / 2; / 2)    ) (рис. 30). 
Перепишем уравнение (1) в виде 0 0( )
A
y y x x
B























(рис. 31). Отсюда искомое уравнение прямой имеет вид: 
0 0- ( - )y y k x x  (3) или y kx b  .  
Здесь tgk    угловой коэффициент наклона прямой  к оси Ox , b – ордината пересече-
ния прямой с осью Oy (при 0  x y b  ). 
Варьируя значения k, получим пучок прямых, проходящих через точку 0M . 
Замечание. В этой форме не записываются прямые вида 0x x . 
4. Уравнение прямой, проходящей через две заданные точки 
Выведем уравнение прямой , проходящей через две 
различные точки 1 1 1( , )M x y  и 2 2 2( , )M x y  (рис. 32). Прямая  
проходит через точку 1 1 1( , )M x y . Воспользуемся видом (3) 
уравнения прямой: 1 1( )y y k x x    (3а). 
Найдем k из условия 2M  : 
2 1




y y k x x k
x x

    

. Подставляя в (3а), получим: 
1 1
2 1 2 1
- -
- -
x x y y
x x y y
 . (4) 
 
y 



























0x x  








Замечание. В случае 1 2x x  уравнение искомой прямой очевидно имеет вид 1x x .  
В случае 1 2y y  искомая прямая 1y y . 
Отсюда следует условие того, что три различные точки 1 1 1 2 2 2 3 3 3( , ), ( , ), ( , )M x y M x y M x y лежат 
на одной прямой: 
3 1 3 1
2 1 2 1
x x y y





Если 1 2x x , то очевидно 1 2 3x x x  , если 1 2y y , то 1 2 3y y y  . 
5. Уравнение прямой в отрезках на осях 
Согласно предыдущему пункту, уравнение прямой, проходящей  
через точки пересечения с осями Ox  и Oy  1( ,0)M a  и 2 (0, )M b   












  . (5) 
 
 
Замечание. В этой форме не записываются уравнения прямых, параллельных координатным 
осям, или проходящих через начало координат О(0,0). 
6. Нормальное уравнение прямой 
Пусть n  единичный (т.е. | | 1n  ) вектор нормали, 
направленный из начала координат в сторону прямой , 
образует с осью Ox  угол  , отсчитываемый против 
часовой стрелки; 0p    расстояние от прямой  до 
начала координат О(0,0). Точка Р – ортогональная 
проекция точки О на прямую  (рис. 34). 
Выведем уравнение прямой . 
1




    . 
Возьмем любую точку ( , )M x y  . OM OP PM  . 
Умножим обе части равенства скалярно на n :      
| |     | | | |
( , ) (cos ,sin ) | | 0
, , ,
x y OP p
OM n OP n PM n
  
  . Имеем: 
cos sin - 0x y p   . (6) 
Замечание. В общем уравнении прямой 0  (2)Ax By C    вектор нормали ( , )N A B  может 
быть определен с точностью до постоянного множителя. Чтобы перейти от общего уравнения 







чтобы 0C  . Тогда 
2 2 2 2
, (cos ,sin )
A B
n





 единичная нормаль. 




















7. Расстояние от точки до прямой 
Найдем расстояние 
0( , )d d M  от точки 0 0 0( , )M x y  до 
прямой  (рис.35), заданной нормальным уравнением 
cos sin 0x y p    . 
Пусть 0( ) ,  KM K  . Тогда 0| |d KM . 
0 0.OM OP PK KM    
Умножим скалярно обе части равенства на n : 
Учитывая, что 
0 0 0( , ),   (cos ,sin )OM x y n    , получим: 
0 0 0cos sin 0 | |x y p KM     . 
   Если 
0 0,  то  ( , ).KM n d KM n    
 Если 
0 0,  то  ( , ).KM n d KM n    
0 0| cos sin - |d x y p   . (7) 
Чтобы найти расстояние от точки 0 0 0( , )M x y  до прямой 0Ax By C   , нужно коорди-











Замечание 1. При подстановке координат точки 0M  в выражение 0 0Ax By C   ( 0C  ), знак 
без модуля показывает, по какую сторону от прямой  лежит точка 0M :  
Если 0 0 0Ax By C     точка 0M  находится по ту же сторону от , что и (0,0)O . 
Если 0 0 0Ax By C     точка 0M  находится по другую сторону от , чем (0,0)O . 
Замечание 2. Чтобы определить, лежат ли две данные точки по одну или разные стороны  
прямой 0Ax By C   , нужно подставить их координаты в выражение Ax By C  . Если знаки 
в результате подстановки совпадают, точки лежат по одну сторону прямой. В противном случае 
по разные стороны. 
8. Угол между прямыми. 
Условия параллельности и перпендикулярности 
Определение. Угол   между прямыми – это наименьший их двух смежных углов: 
[0; / 2]   (рис. 36). 
I. Прямые заданы общими уравнениями.  
 
1 1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2 2
: 0;   ( , ),
: 0;  ( , ).
A x B y C N A B













1 2 1 2
2 2 2 2
1 1 2 2
cos
A A B B




























II. Прямые заданы уравнениями с угловым коэффициентом.  
 
1 1 1 1 1
2 2 2 2 2
: ;  tg ,
: ; tg .
y k x b k






































     можно  
получить 
1 2 2 1
1 2 1 2
tg
A B A B






Условие параллельности 1 2||  (рис. 38, 39). 
I. Общее уравнение.  II. Уравнение с угловым коэффициентом. 
1 2||N N   – колинеарны. 
1 2 2 1A B A B . 
 
 
Условие перпендикулярности 1 2  (рис. 40, 41). 
I. Общее уравнение.  II. Уравнение с угловым коэффициентом. 
 
 1 2 1 2, 0N N N N   . 























1 2 ,   







/ 2 tg ,       


















Рис. 38. Рис. 39. 
Рис. 40. Рис. 41. 
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9. Пучок прямых, проходящих через точку пересечения двух данных 
прямых 
Даны прямые 
1 1 1 1
2 2 2 2
: 0,
: 0.
A x B y C




Рассмотрим уравнение  
   1 1 1 2 2 2 0A x B y C A x B y C       . (11) 
( 2 2, ;  0     R ). 
 
Пусть 0M  – точка пересечения прямых 1 2 и , координаты которой неизвестны (рис.42). 
При ,   уравнение (11) определяет прямую, поскольку является уравнением первой степени. 
Придавая  и    конкретные значения, получаем одну из прямых пучка, проходящих через  
точку 0M . При 0   – это прямая 2 , при 0   – это прямая 1 .  
Замечание 1. Обычно полагают либо 1  , либо 1  , исключая, тем самым, из пучка одну из 
прямых 2  или 1 . Прямая 2  принадлежит пучку (11) при 0  . Если 1  , уравнение (11) не 
может иметь вид 2 2 2 0A x B y C   , то есть прямая 2  не входит в пучок 
   1 1 1 2 2 2 0A x B y C A x B y C      . Аналогично при 1   прямая 1  не принадлежит пучку 
   1 1 1 2 2 2 0A x B y C A x B y C       . 
. Замечание 2. Если прямые 1 2 и , параллельны, получим «семейство» параллельных прямых.  
10. Взаимное расположение двух прямых на плоскости 
Рассмотрим задачу о пересечении двух прямых 1 2 и , заданных общими уравнения-
ми:
1 1 1 1
2 2 2 2
: 0,   
: 0.  
A x B y C





Возможны три случая: 
1) Прямые 1 2 и  пересекаются в точке 0M : 1 2 0M  (рис. 43). 
1 2 2 1A B A B . 
Система имеет единственное решение 1 2 2 1 2 1 1 2
1 2 2 1 1 2 2 1
,   
B C B C A C AC
x y





2) Прямые 1 2 и  совпадают: 1 2  (рис. 44). 
1 2 2 1 1 2 2 1 2 1 1 2,   ,   A B A B B C B C A C AC   . 
Система имеет бесконечно много решений. 
3) Прямые 1 2 и  параллельны: 1 2   (рис. 45). 
1 2 2 1 1 2 2 1 2 1 1 2,     или  A B A B B C B C A C AC   .  


























11. Примеры решения задач 
Задача  1. Прямые 1 2 и  заданы общими уравнениями: 
1 1 1 1
2 2 2 2
: 0,
: 0.
A x B y C




Найти уравнения биссектрис углов между этими прямыми. 
Решение.  Любая точка ( , )M x y , лежащая на одной из двух биссектрис, равноудалена от 
прямых 1 2 и  (рис. 46). Записав условие равенства расстояний до прямых, т.е. приравняв  
нормальные уравнения прямых 1 2 и , получим уравнения двух биссектрис. 
 
 
Уравнения биссектрис между прямыми: 
1 1 1 2 2 2
2 2 2 2
1 1 2 2
A x B y C A x B y C
A B A B








Задача  2 . Из точки (6,9)A  направлен луч под углом / 4  к прямой : 0, 4 0,8y x  .  
Найти уравнение луча, отраженного от этой прямой.  
Решение.  Луч падает на прямую под углом 
/ 4 , следовательно, отраженный луч будет  
перпендикулярен ему (рис. 47). Запишем уравнения 
прямых 1 2 и , проходящих через точку А, и обра-
зующих с прямой  угол / 4 . Очевидно, таких 
прямых будет две. Поскольку уравнение прямой  
записано в форме с угловым коэффициентом,  
используем формулу (9). Пусть 1 2,k k   угловые  
коэффициенты этих прямых.  
Тогда 1 2
0,4 7 3
1 ,   







     

.  
Обозначим 1 2,m m   угловые коэффициенты искомых прямых 1 2 и p p .  
Тогда 1 2
3 7
,   
7 3
m m   . 
Запишем условие того, что прямые 1 2 и   проходят через точку А. По формуле (3) уравне-
ния этих прямых имеют вид 9 ( 6)iy k x   . Отсюда 1 2
7 3 81
: 5 и  :
3 7 7
y x y x     . 













Решая систему, имеем 1(3,2)M . Уравнение прямой 1p  запишем по формуле (3) как уравне-









p y x   . 








2  2p  






Аналогично находим  прямую 2p . Точка 2M  пересечения прямых 2 и   имеет координаты 




p y x  . 
Задача  3 . Через точку (4; 3)A   провести прямую так, чтобы площадь S треугольника,  
образованного ею и осями координат, была равна 3 кв.ед. 
Решение.  Обозначим координаты точек 1 2  и  M M  пересече-
ния искомой прямой с осями   и  Ox Oy  1 2( ;0)  и  (0; )M a M b   
(рис. 48). Воспользуемся уравнением прямой в отрезках на осях 
(5). Уравнение искомой прямой имеет вид 1
x y
a b
  . Из условия 
3S   имеем | | 6ab  . Записывая условие принадлежности точки А  




  .  
Рассматривая два случая 0  и  0ab ab  , имеем две системы уравнений: 
4 3 , 4 3 ,
  и   
6, 6.
b a ab b a ab
ab ab
    
 
   
. 
Решением первой системы являются две пары значений 
2, 4,
  и  
3, 3 / 2.
a a
b b
   
 
   
 
Вторая система решений не имеет.  
Следовательно, решением задачи являются две прямые 1  и  1
2 3 4 3 / 2
x y x y
   
 
. 
Задача  4 . Дана прямая 12 5 52 0x y   . Найти уравнение прямой, параллельной данной и 
отстоящей от нее на расстояние 2d  . 
Решение.  Возьмем любую точку, принадлежащую данной прямой, например, точку с  
координатами (1;8) . Из условия параллельности двух прямых уравнение искомой прямой имеет 
вид 12 5 0x y C   . Воспользуемся формулой расстояния от точки до прямой (7), подставив 
координаты выбранной точки в уравнение искомой прямой: 
12 1 5 8
2
144 25










    
 
 
Отсюда находим две прямые 12 5 26 0  и  12 5 78 0.x y x y       
Задача  5 . Составить уравнения сторон треугольника, зная одну из его вершин (3, 4)A   и 
уравнения двух высот: 1 2: 7 2 1 0  и  : 2 7 6 0h x y h x y      .  
Решение.  Подстановкой координат точки А в уравнения 
высот убеждаемся, что точка А не принадлежит этим высо-
там (рис. 49). Записываем уравнения двух сторон треуголь-
ника, пользуясь уравнением (1) прямой, проходящей через 
заданную точку перпендикулярно данному вектору. Очевид-
но, прямые с нормалями (2;7) и (7;2) перпендикулярны  
высотам 1h  и 2h  соответственно. Значит, уравнения соответ-
ствующих сторон треугольника имеют вид: 
2( 3) 7( 4) 0  и  7( 3) 2( 4) 0x y x y         или 

















Чтобы составить уравнение третьей стороны, найдем координаты двух других вершин  
треугольника В и С как точек пересечения высот 1 2,h h  с соответствующими сторонами.  
Решая систему уравнений 
2 7 22 0,






, находим  4; 2B   .  
Из системы 
7 2 13 0,






 получаем  1,3C . 
Уравнение стороны (ВС) составим, воспользовавшись уравнением прямой, проходящей  
через две заданные точки (4). Подставляя координаты точек В и С, получим  
4 2
2 0




    
 
. 
Задача  6 . Уравнения двух медиан треугольника 3 2 2 0  и  3 5 12 0x y x y      , одна из 
его вершин ( 4,2)A  . Найти уравнение третьей медианы и уравнения сторон треугольника. 
Решение.  Подстановкой координат точки А в 
уравнения медиан убеждаемся, что точка А не 
принадлежит этим двум медианам (рис. 50).  
Запишем уравнение пучка прямых, проходя-
щих через точку пересечения двух медиан,  
полагая в уравнении (11) 1  : 
   3 2 2 3 5 12 0x y x y         
или      3 3 2 5 2 12 0x y         .  
Найдем параметр   из условия принадлежности точки А третьей медиане: 
     4 3 3 2 5 2 2 12 0          . Отсюда 1    и уравнение медианы 2y  . 
Уравнения сторон (AB) и (AС) треугольника найдем из условия того, что точки 1 1 и  C B   
основания соответствующих медиан, делят отрезки [AB] и [AС] пополам. Для этого запишем 
уравнение пучка прямых, проходящих через точку А, в форме (3) с угловым коэффициентом: 
2 ( 4)y k x   . Из этого пучка прямых выберем те, для которых координаты точек 1 1 и  C B  есть 
полусумма координат соответствующих вершин.  
Итак, выразим координаты точки 1C  пересечения прямых 4 2 0kx y k     и 3 2 2 0x y    
и точки B пересечения прямых 4 2 0kx y k     и 3 5 12 0x y    через параметр k.  
Решая эти две системы уравнений, имеем 
1
1
8 2 20 2
, ,
2 3 5 3
   
10 6 24 6
. .









   
     
 
   









 , находим 
1
4
k    и уравнение прямой (AB) / 4 1y x   .  
Заметим, что мы нашли координаты точек пересечения прямых пучка, проходящего через 
точку А, и двух медиан. Поэтому для координат точек С и 1B  верны те же соотношения, что и 
для точек 1C  и В: 
1
1
8 2 20 2
, ,
2 3 5 3
   
10 6 24 6
. .









   
     
 
   









 , находим 
1
3











Попутно найдены координаты точек B и C: (4,0),   (2, 4)B C . Для прямой (ВС) запишем 






 или 2 8 0x y   . 
Задача  7 . Треугольник PQR задан координатами своих вершин: P(–1;0), Q(1;2), R(2;–4). 
1. Написать уравнения   
а) сторон треугольника, 
б) высоты, проведенной из вершины Q, 
в) медианы, проведенной из вершины P, 
г) биссектрисы угла R, 
д) описанной вокруг треугольника PQR окружности. 
2. Найти  
а)  внутренний угол QRP  треугольника, 
б) площадь треугольника PQR. 
3. Написать уравнение прямой , проходящей через точку М пересечения высоты (QH) и 










Решение .  
Для решения задачи не обязательно изображать треугольник на координатной плоскости, 
достаточно нарисовать произвольный треугольник (рис. 51). Однако для контроля полученных 
результатов целесообразно все же сделать чертеж, соответствующий заданным координатам 
вершин. Выполните это самостоятельно. 
1. а) Запишем уравнения сторон треугольника как прямых, проходящих через две заданные 
точки: 1 1
2 1 2 1
x x y y




 (§2, п.4). Заметим, что порядок точек неважен. Для дальнейших 
выкладок уравнения прямых удобно записать в виде общих уравнений. 
(PQ): Пусть 1 1( , )P x y , 2 2( , )Q x y .
( 1) 0
1 ( 1) 2 0
x y  

  
 или 1 0x y   . 
(QR): 
1 2




 или 6 8 0x y   . 
(PR): 
( 1) 0
2 ( 1) 4 0
x y  

   
 или 4 3 4 0x y   . 
б) Для нахождения уравнения высоты (QН) воспользуемся уравнением (1) прямой,  
проходящей через заданную точку 0 0( ) ( ) 0A x x B y y     (§2, п.1), и условием перпен-
дикулярности прямых 1 2 1 2 0A A B B   (§2, п.8). 
Поскольку прямая (QН) проходит через точку Q, можем записать 
(QH): ( 1) ( 2) 0A x B y    . Координаты нормали А и В прямой (QH) найдем из условия 











Еще раз подчеркнем, что координаты нормали определяются с точностью до постоянно-
го множителя. В данном случае для выполнения требуемого условия проще всего  
положить 3, 4.A B    
Отсюда уравнение высоты (QH): 3( 1) 4( 2) 0x y     или 3 4 5 0x y   . 
Замечание. На практике при нахождении координат нормали прямой 2 2 2 0A x B y C   , 
перпендикулярной заданной прямой 1 1 1 0A x B y C   , для выполнения условия 
1 2 1 2 0A A B B   удобно полагать 2 1 2 1,   A B B A   . 
в) Для нахождения уравнения медианы (PD) найдем координаты точки D как середины 
отрезка [QR] по формуле 1 2 1 2,   
2 2
x x y y
x y
 
   (§1, п.2.1). Имеем: (3 / 2, 1)D  .  
Далее запишем уравнение прямой (PD), проходящих через две заданные точки P и D: 
1




 или 2 5 2 0x y   . 
г) Чтобы найти уравнение биссектрисы (RK) воспользуемся уравнениями для биссектрис 
углов между прямыми: 1 1 1 2 2 2
2 2 2 2
1 1 2 2
A x B y C A x B y C
A B A B
   
 
 
 (§2, п.11, Задача  1). Приравни-
вая нормальные уравнения прямых (PR): 4 3 4 0x y    и (QR): 6 8 0x y   , получим: 
4 3 4 6 8
37(4 3 4) 5(6 8)
5 37
x y x y
x y x y
   
         . 
Из двух биссектрис 1  и 2  углов между прямыми (PR) и (QR) 
   
   
1
2
: 4 37 30 3 37 5 4 37 40 0,
: 4 37 30 3 37 5 4 37 40 0
x y
x y
      


     
 
нужно выбрать ту, которая лежит внутри треугольника PQR. Для этого воспользуемся 
Замечанием 2 (§1, п.7) позволяющим определить, лежат ли две данные точки по одну 
или разные стороны от данной прямой.  
Подставим координаты точек P и Q в левую часть уравнения прямой 1 : 
   
   
: 4 37 30 ( 1) 3 37 5 0 4 37 40 70 0,
: 4 37 30 1 3 37 5 2 4 37 40 14 37 0.
P
Q
         
        
 
Следовательно, точки P и Q лежат по одну сторону прямой 1 .  
Значит, биссектрисой угла R треугольника PQR является прямая 2 . 
д) Найдем центр описанной окружности как точку пересечения серединных перпендику-
ляров к сторонам [PQ] и [QR].  
Пусть точка Е – середина стороны [PQ]. Ее координаты – полусумма координат концов 
отрезка [PQ]: (0;1)E . Середина отрезка [QR] – точка D, ее координаты найдены в п. в): 
(3 / 2; 1)D  . 
Запишем уравнения прямых, проходящих через каждую из этих точек и перпендикуляр-
ных соответствующим сторонам треугольника PQR. Для этого воспользуемся приемом, 
рассмотренным в п. б). Обозначим PQ , QR  – серединные перпендикуляры соответст-
вующих сторон. Тогда  
1 1: ( 0) ( 1) 0PQ A x B y    , ( ) : 1 0PQ x y   . Следовательно, : 1 0PQ x y   . 
2 2: ( 3 / 2) ( 1) 0QR A x B y    , ( ) : 6 8 0QR x y   .  










 находим точку пересечения серединных перпендику-
ляров PQ  и QR . Обозначим ее О. Ее координаты (27 /14; 13 /14)O  . 
Радиус описанной окружности равен расстоянию от точки О до любой из вершин  
треугольника PQR. По формуле расстояния между точками плоскости 
2 2
1 2 1 2 1 2( , ) ( ) ( )M M x x y y      (§1, п.2.1) находим 
2 2| | (27 /14 1) ( 13 /14) 5 74 /14.OP       
Зная центр и радиус окружности, записываем уравнение описанной вокруг треугольника 
PQR окружности: 
2 2( 27 /14) ( 13 /14) 925 / 98.x y     
2. а) Чтобы найти угол QRP , воспользуемся формулой для углов между прямыми, задан-
ными общими уравнениями: 
1 2 1 2
2 2 2 2
1 1 2 2
cos
A A B B





 (§2, п.8). Зная уравнения  
прямых (QR) и (PR), имеем: 
2 2 2 2
6 4 1 3 27
cos









  . 
б) Как известно из школьного курса геометрии площадь треугольника может быть  
найдена разными способами. Средствами аналитической геометрии это тоже можно  
сделать по-разному. Наименее трудоемким представляется следующий способ. 
1
| | | |
2
PQRS PR QH  . При этом | |PR  находится по формуле расстояния между точками 
плоскости, а | |QH  как расстояние от точки Q до прямой (PR) по соответствующей  
формуле §2, п.7. 
Имеем: 
2 2| | ( 1 2) 4 5PR      . Подставляя координаты точки Q в нормальное уравне-
ние прямой (PR), получим:  
| 4 1 3 2 4 | 0 14
| | , ( )
5 5
QH Q PR
    





PQRS      
3.  На этой задаче покажем удобство использования понятия пучка прямых, проходящих 
через точку пересечения двух данных прямых, рассмотренного в §2, п.9.  
Уравнения высоты (QH) и медианы (PD) были найдены выше. 
(QH): 3 4 5 0x y   , (PD): 2 5 2 0x y   . 
Запишем уравнение пучка прямых, проходящих через точку М пересечения прямых 
(QH) и (PD). Координаты точки М при этом находить не требуется. Положим 1   в 
уравнении пучка    1 1 1 2 2 2 0A x B y C A x B y C       , исключив тем самым из этого 
пучка прямую (QH). Это правомерно, поскольку прямая  (QH) заведомо не является  
решением задачи.  
Имеем:    3 4 5 2 5 2 0x y x y        или      3 2 4 5 5 2 0x y         .  
Найдем параметр   из требуемого в задаче условия параллельности искомой прямой  
и стороны (PQ), уравнение которой было найдено выше. (PQ): 1 0x y   . Условие  
параллельности прямых, заданных общими уравнениями, это пропорциональность коор-




  (§2, п.8). Откуда 3 2 4 5 7       , и уравнение  
искомой прямой : 23 23 37 0x y   . 
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В заключение этого параграфа заметим, что в школьном курсе математики изучалось только 
уравнение прямой с угловым коэффициентом. Из рассмотренных примеров видно, что на  
практике в зависимости от задачи целесообразно использовать ту или иную форму уравнения 
прямой на плоскости. 
 
Контрольное задание 1 
Даны координаты вершин треугольника точки А, В, С.  
1. Написать уравнения   
а) сторон треугольника, 
б) высоты (AH), 
в) медианы (ВD), 
г) биссектрисы (СK), 
д) описанной вокруг треугольника АВС окружности. 
2. Найти  
а) внутренний угол ABC  треугольника, 
б) площадь треугольника АВС. 
3. Написать уравнение прямой , проходящей через точку М пересечения высоты (AH) и 
медианы (ВD), и перпендикулярной стороне (AВ) (не находя точки М). 
 
№ варианта Координаты вершин 
1.  А(1;2), B(0;2), C(–1;3) 
2.  А(0;–2), B(3;2), C(1;–3) 
3.  А(–1;1), B(1;–2), C(4;–3) 
4.  А(1;–2), B(–4;2), C(0;2) 
5.  А(2;1), B(–1;0), C(3;3) 
6.  А(4;1), B(–2;–1), C(5;3) 
7.  А(0;1), B(–1;0), C(–4;3) 
8.  А(1;0), B(–4;2), C(–3;3) 
9.  А(2;–1), B(–2;–3), C(–1;0) 
10.  А(3;–1), B(2;5), C(4;3) 
11.  А(0;–1), B(–3;–1), C(2;3) 
12.  А(–2;–1), B(3;0), C(1;2) 
13.  А(5;1), B(4;2), C(–2;1) 
14.  А(1;4), B(2;3), C(–1;5) 
15.  А(0;3), B(1;–2), C(–4;1) 
16.  А(2;2), B(–1;3), C(0;4) 
17.  А(3;1), B(2;–3), C(4;–2) 
18.  А(1;5), B(0;1), C(–2;3) 
19.  А(–4;–2), B(1;1), C(0;3) 
20.  А(–1;1), B(5;2), C(–3;0) 
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§3. Кривые второго порядка 
Определение. Кривая второго порядка – это множество точек ( , )M x y  плоскости Oxy , 
задаваемое уравнением второй степени: 
2 2 2 2 22 2 2 0   ( , , , , , ;   0)Ax Bxy Cy Dx Ey F A B C D E F A B C         R . 
В невырожденных случаях это множество точек является эллипсом, гиперболой или  
параболой. Подробнее о приведении уравнений второго порядка к каноническому (простейше-
му) виду и классификации кривых второго порядка см. в [5]. 
1. Эллипс 
Определение. Эллипсом называется множество точек плоскости, сумма расстояний от  
каждой из которых до двух данных точек (фокусов) есть величина постоянная, большая  
расстояния между фокусами. 
3.1. Каноническое уравнение эллипса 
Выберем систему координат так, чтобы фокусы 1F  и 2F  лежали на оси Ox  на равном  
расстоянии от начала координат (рис. 52). 
( , )M x y   произвольная точка эллипса.  
1 1 2 2| |,   | |r MF r MF   называются фокальными радиусами.  
Пусть 1 2 2    ( )r r a a   +R . 
Обозначим 1 2| | 2   ( ,  )F F c c c a   +R  расстояние между 
фокусами. 1 2( ,0),  ( ,0)F c F c . 
2 2 2 2
1 2 2 ( ) ( ) 2 .r r a x c y x c y a          
 
Перенесем второе слагаемое в правую часть. Поскольку 1 22 0r a r   , возводя в квадрат 
обе части равенства, получим: 
2 2 2 2 2 2 2( ) 4 4 ( ) ( )x c y a a x c y x c y         , 
2 2 2( )a x c y a cx    . 
Т.к. обе части равенства положительны, возведем правую и левую части равенства в квадрат: 
 2 2 2 2 4 2 2 22 2a x cx c y a a cx c x      , 
   2 2 2 2 2 2 2 2a c x a y a a c    . 
Положим 2 2   ( !)b a c a c   . Тогда 2 2 2 2 2 2.b x a y a b   
Таким образом, для координат ( , )x y  любой точки эллипса выполнено 
2 2
2 2
1.   (12)
x y
a b
   
Осталось доказать обратное, а именно: если координаты ( , )x y  точки M удовлетворяют 
уравнению (12), то точка M принадлежит эллипсу. Для этого покажем, что 1 2| | | | 2MF MF a  . 
Имеем 
2 2 2 2
1 2| | ( ) ,   | | ( )MF x c y MF x c y      . Так как координаты ( , )x y  удовлетво-











, откуда  
2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 2
1
| | 2 2
b
MF x cx c b x a x a cx a c a b b x
a a
            
   2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 4 2
1 1 1
2 2 .a b x a cx a b c c x a cx a cx a
a a a





| |MF cx a
a
  .  
x 
О 
( , )M x y  
1( ,0)F c  
y 





Поскольку ( , )x y  удовлетворяют уравнению (12), | | ,  | |x a y b  . Кроме того, c a .  
Значит, можем записать 1 2| | ,   | |
c c
MF a x MF a x
a a
    .  






   – каноническое уравнение эллипса. 
3.2. Построение эллипса 
a  называется большой полуосью эллипса,  
b – малой полуосью ( a b ). 
2 2c a b    фокусное расстояние  
(расстояние от начала координат до фокусов). 
Вершины эллипса 
1 2 1 2( ,0),  ( ,0),  ( ,0),  ( ,0)A a A a B b B b  . 
Эллипс, заданный каноническим уравнением, 






Определение. Эксцентриситетом эллипса называется 
,   0 1
c
a
    . 
Эксцентриситет  мера «сжатия» эллипса: чем больше ,  тем сильнее «прижат» эллипс к Ox . 
Если 0  ( 0 ),c a b      то эллипс является окружностью. 
Выше были найдены фокальные радиусы 1 2,r r : 1,2r a x  . 
Определение. Директрисами эллипса называются такие прямые, для которых отношение 
расстояния от каждой точки эллипса до фокуса к расстоянию до соответствующей директрисы 
есть величина постоянная. Можно показать, что эта величина равна эксцентриситету  . 
 





   и 1,2r a x  , то 
1
1 1 2 2
1 1 2 2
2
,
| |, | |,
  




r MF r MF





    
  
     

 
Отсюда уравнения директрис 
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  . 
Вывод уравнения см. в [1]. 
 
 
1( ,0)A a  
1(0, )B b  
2 (0, )B b  
2 ( ,0)A a  
( , )M x y  
1F  x 
О 
y 























   и b a , т.е.  
b – большая полуось, a – малая полуось (рис. 55), то все формулы естественным образом  
изменяются и эллипс имеет вид: 
2 2c b a  , 
c
b
  , 1 2 2r r b  , 1,2r b y  , 
2























Луч, выпущенный из одного фокуса эллипса, отразившись 






3.4. Окружность как частный случай эллипса 
Если 0  ( 0 ),c a b      то эллипс является окружностью.  
В этом случае фокусы 1F  и 2F  совпадают друг с другом и с началом координат. 
Уравнение окружности с центром в начале координат получаем из уравнения эллипса, 
полагая a b R   – радиус окружности: 
2 2 2x y R  . 
Общее уравнение окружности с центром в точке 0M  с координатами 0 0( , )x y  и радиусом R 
легко получить, исходя из определения окружности как геометрического места точек плоско-
сти, равноудаленных от центра на расстояние R. Действительно, точка ( , )M x y  принадлежит 
окружности тогда и только тогда, когда 
0 .MM R  Используя формулу расстояния между  
точками, получаем, что координаты каждой точки окружности удовлетворяют уравнению: 
2 2 2
0 0( ) ( )x x y y R    . 
Осталось показать, что любая точка ( , )M x y , координаты которой удовлетворяют данному 
уравнению, принадлежит окружности. Это очевидно, поскольку 
2 2






































Определение. Гиперболой называется множество точек плоскости, для которых модуль  
разности расстояний до двух данных точек (фокусов) есть величина постоянная, меньшая  
расстояния между фокусами. 
2.1. Каноническое уравнение гиперболы. 
Выберем систему координат, как и ранее в случае эллипса (рис. 57). 
( , )M x y  – произвольная точка гиперболы. 
1 1 2 2| |,   | |r MF r MF   называются фокальными радиусами.  
Пусть 1 2| | 2    ( )r r a a   +R . 
1 2| | 2   ( ,  )F F c c c a  +R  – расстояние между фокусами. 
1 2( ,0),  ( ,0)F c F c . 
2 2 2 2
1 2| | 2 ( ) ( ) 2r r a x c y x c y a          , 
 
2 2 2 2 2 2 2( ) 4 4 ( ) ( )x c y a a x c y x c y         , 
 
2 2 2( )cx a a x c y     , 
  2 2 4 2 2 2 2 22 2c x a a cx a x cx c y      , 
    2 2 2 2 2 2 2 2c a x a y a c a    . 
Положим 2 2   ( !)b c a c a   . Тогда 2 2 2 2 2 2b x a y a b  . 
Таким образом, для координат ( , )x y  любой точки гиперболы выполнено 
2 2
2 2
1.   (13)
x y
a b
   
Осталось доказать обратное, а именно: если координаты ( , )x y  точки M удовлетворяют 







   – каноническое уравнение гиперболы. 
2.2. Построение гиперболы 
a называется вещественной полуосью, b – мнимой полуосью гиперболы. 
2 2c a b    фокусным расстоянием. 




    уравнения асимптот гиперболы.  
Гипербола, заданная каноническим уравнением, симметрична относительно осей Ox , Oy . 

















( , )M x y  
1( ,0)F c  
x 
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   . 
Чем меньше  , тем более гипербола «прижата» к оси 0x . 
Чем ближе   к 1, тем сильнее «сжаты» и гипербола, и эллипс.  
Найдем фокальные радиусы 1 2,r r : 
2 2 2 2
1 1 2 11 2
2 2
1 2 21 2
2
( ) , 2 , | |,4 ,
2 , | | .2 ,( ) ,
r x c y r r x r a xr r cx
r r a r a xr r ar x c y
 

            
     
          
 1,2 | |r a x  . 
Определение. Директрисами гиперболы называются такие прямые, для которых отношение 
расстояния от каждой точки гиперболы до фокуса к расстоянию до соответствующей директри-
сы есть величина постоянная. Можно показать, что эта величина равна эксцентриситету  . 





   и 1,2 | |r a x  , 
то 
1
1 1 2 2
1 1 2 2
2
,
| |, | |,
  




r MF r MF





    
  
     

 
Отсюда уравнения директрис 
2















  . Вывод см. в [1]. 
Замечание 1. При a b  гипербола с уравнением 
2 2 2x y a   называется равносторонней. 













   (рис. 60).  




  . 
Вершины 1 2(0, ), (0, )B b B b . 
b – вещественная полуось, a – мнимая. 




   , 
1,2 | |r b y  , 
2

















































  . 
Вершины 1 2(0, ), (0, )B a B a . 
a – вещественная полуось, b – мнимая. 




     мера сжатия к оси Oy , 
1,2 | |r a y  , 
2




   
1,2
d . 
Эта гипербола является сопряженной к  






  . 
 




    
(рис. 62). Это уравнение не является каноническим уравнением гиперболы. Покажем, как с 





















Повернем координатные оси на угол  / 4   (рис. 63).  













   

 
уравнение гиперболы 1xy   в новых осях Ox y   запишется следующим образом: 
2 22 2 2 2 ( ) ( )
1 1
2 2 2 2 2 2
x y
x y x y
     
               
   
. 


















1xy   
O 
Рис. 62. Рис. 63. 
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Луч, выпущенный из одного фокуса 
гиперболы ( 1F ), отразившись от нее в 
точке M, пройдет по лучу, выпущенному 







Определение. Параболой называется множество точек плоскости, одинаково удаленных от 
данной точки (фокуса) и данной прямой (директрисы), не проходящей через фокус. 
3.1. Каноническое уравнение параболы 
Выберем систему координат так, как показано на рис. 65. Точка O(0,0) – вершина параболы, 
Ox  ось параболы.  
Параметр параболы 0p    расстояние между фокусом F и директрисой d. 
 
| |r MF  называется фокальным радиусом,  
| |d MN расстояние до директрисы. 
,0 ,   : ,   
2 2 2
p p p
F x r d x
 
     
 










   
      
   
. 
После упрощения получим 2 2y px . 
 
Доказано, что для координат ( , )x y  любой точки параболы выполнено 2 2 .  (14)y px  
Осталось доказать, что если координаты ( , )x y  точки M удовлетворяют уравнению (14), то 





y x px x px      .  







    
 
. Это и означает, что | | | |MF MN , 
то есть точка M принадлежит параболе. 
2 2y px  – каноническое уравнение параболы. 
Геометрический смысл p: чем больше p, тем «шире» парабола; чем меньше p, тем более  
парабола прижата к оси Ox . 


































1) 2 2x py  – это уравнение определяет параболу, которая 
получается из параболы с уравнением 2 2y px  поворотом 
на угол / 2  вокруг начала координат О(0,0) (рис. 66). 








уравнение директрисы : ,   
2 2
p p
y r d y    d . 











3) 2 2 ( )y p x a   – это уравнение определяет параболу, которая 
получается из параболы с уравнением 2 2y px  сдвигом по 





4) 2 2 ( )x p y b   – это уравнение определяет параболу, которая 
получается из параболы с уравнением 2 2x py  сдвигом по оси 






5) 2( ) 2 ( )y b p x a    – это уравнение определяет параболу, которая получается из параболы с 
уравнением 2 2y px  сдвигом по оси Ox  на a и по оси Oy  на b единиц (рис. 71).  
Вершина параболы – точка с координатами (a,b). 
Пример .  Парабола 2( 1) 2( 2)y x    получается из параболы 2 2y x , заданной канониче-












y 0a   
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В каждой точке параболы M угол между касательной к параболе и 
осью Ox  равен углу между касательной и отрезком [MF], соединяю-
щим точку касания M с фокусом F. Поэтому луч, выпущенный из 
фокуса параболы, отразившись от нее, пойдет параллельно оси Ox  





4. Примеры решения задач 
Задача  1 . Найти центр и радиус окружности, заданной уравнением 
2 2 8 6 21 0x y x y     .  
Решение.  Данное уравнение представляет окружность или пустое множество, поскольку 
отсутствует смешанное произведение xy  и равны коэффициенты при квадратах координат. 
Приведем это уравнение к нормальному виду 2 2 2( ) ( )x a y b R      путем выделения полного 
квадрата. А именно, сгруппируем члены, содержащие абсциссу  2 8x x  и члены, содержащие 
ординату  2 6y y , и дополним их до полных квадратов:  
22 8 4 16x x x    , 
 
22 6 3 9y y y    . Уравнение примет вид    
2 2
4 3 4x y    .  
Значит, центр окружности точка    , 4, 3a b   , а радиус 2R  . 





   найти точку, расстояние от которой до правого фокуса в 
четыре раза больше расстояния до левого фокуса (рис. 73).  
Решение.  Из канонического уравнения данно-
го эллипса его полуоси 10,   6a b  , фокусное  
расстояние 2 2 8c a b   , эксцентриситет 
/ 0,8c a   , фокальные радиусы 
1,2 10 0,8r a x x    . Поскольку расстояние до 
правого фокуса больше, чем до левого, искомая 
точка имеет отрицательную абсциссу. Значит, 
10 0,8 4(10 0,8 )x x   , откуда 15/ 2x   . Ордина-
ту точки находим из уравнения эллипса.  
Подставляя 15/ 2x   , имеем 3 7 / 2y   .  












































   
и имеющей фокусы в вершинах этого эллипса (рис. 74). 
Решение.  Полуоси эллип-
са 13,   12Э Эa b  . Большая 
полуось и фокусы на оси Ox , 
значит, вершины и фокусы 
гиперболы также расположены 
на оси Ox . Фокусное расстоя-
ние эллипса 2 2 5Э Э Эc a b   , 
значит, вещественная полуось 








  .  
 
 
Далее, фокусное расстояние гиперболы 2 2
Г Г Гc a b   по условию равно большой полуоси 
эллипса.  
Из уравнения 213 25 Гb   находим 





  . 
Задача  4.  Определить угол между асимптотами гиперболы, у которой  
1. эксцентриситет 2  ; 
2. расстояние между фокусами вдвое больше расстояния между директрисами. 




  , где ,a b   полуоси гиперболы. 
1. Эксцентриситет 














скольку угловой коэффициент в уравнении асимптот равен тангенсу угла наклона прямой к 
оси Ox , то угол между одной асимптотой и осью Ox  равен 
3
























, откуда получаем 
2 2a b . Данная гипербола 
равносторонняя, следовательно, угол между ее асимптотами равен / 2 . 
Задача  5.  Найти геометрическое место середин ординат параболы 2 2y px . 
Решение.  Ординаты искомой кривой равны половине ординат 



















Задача  6. Параболу 22 12 14x y y     привести к каноническому виду. Написать уравне-
ние прямой, проходящей через фокус параболы и точку, лежащую на нижней ветви параболы и 
находящуюся на расстоянии 3   от директрисы. 
Решение.  Выделим полный квадрат в правой части уравнения: 22( 3) 4x y    .  









Эти координаты соответствуют сдвигу координатных осей (рис. 76). Начало координат – 
точка, которая в старых осях Oxy  имеет координаты (4;3)O . Уравнение параболы запишется 
22x y   . Параметр параболы 1p  . Координаты фокуса в осях O x y    ( 0,5;0)F  , уравнение 
директрисы 0,5x  .  
Найдем точку ( , )M x y  , лежащую на нижней ветви 
параболы и находящуюся на расстоянии 3   от дирек-
трисы. По формуле для расстояния от точки до прямой 
(§2, п.7), подставляя искомые координаты точки 
( , )M x y   в нормальное уравнение директрисы, получим: 
| 0,5 | 3x    , откуда 2,5x    или 3,5x  . 
Поскольку парабола лежит левее оси  O y  , точка с 
координатами 3,5x   не может ей принадлежать. Коор-
динату y  находим из уравнения параболы 22x y   , 
откуда 5 / 2y   . В условии задачи говорится о 
нижней ветви параболы, следовательно, точка М имеет 
координаты 5 / 2; 5 / 2x y     . 
 
Согласно формулам преобразования координат, в старых осях Oxy  фокус имеет координаты 
(7 / 2;3)F , точка (3 / 2;3 5 / 2)M  . Запишем уравнение искомой прямой, проходящей через эти 
две точки: 
7 / 2 3





























F  x  O  
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Контрольное задание 2 
1. Написать каноническое уравнение эллипса S по заданным параметрам. Сделать чертеж.  
2. Гипербола G, симметричная относительно осей координат с вершинами на оси Ox , 
проходит через точку М. Известен один из параметров гиперболы. Написать уравнения 
перпендикуляров, опущенных из правого фокуса гиперболы на ее асимптоты.  
Сделать чертеж. 
3. Параболу P привести к каноническому виду. Написать уравнение прямой, проходящей 
через фокус параболы и точку, лежащую на правой (верхней) ветви параболы и находя-
щуюся на расстоянии 5   от директрисы. Сделать чертеж. 
№  Эллипс S Гипербола G Парабола P 
1  10; 0,8a    (6;3 5 / 2),   4M a   
22 4 5y x x    
2  3; 2 / 2b    ( 2;4),   3M b   
2 4 1x y y    
3  2 8a b c    (4;5),   2M a   2 6 1y x x     
4  8; 8b x    директрисы ( 1;3),   5M b   2 2 3x y y     
5  Расстояние между фокусами 
равно расстоянию между вер-
шинами малой и большой осей и 
точка (1,1)M S  
( 10; 1),   3M a   
22 8 2y x x    
6  3 / 4; ( 4; 21)M S     (1;4),   4M b   
22 4 3x y y    
7  Расстояние между директрисами 
в 4 раза больше, расстояния ме-
жду фокусами и (1,1)M S  
( 26;2),   5M a   
22 4 4y x x     
8  
8; 3 / 2a    ( 1; 2),   1M b    
2 2 3x y y     
9  4; 0,6b    (2; 5),   1M a   
24 8 1y x x    
10  2 12a b c    ( 2;4),   3M b   22 8 4x y y    
11  4; 8a y   директрисы ( 5;5),   2M a   
22 10 5y x x     
12  2 23 ,c a b  точка ( 1,1)M S   ( 1;3),   5M b   
2 4 1x y y     
13  0,5; ( 2; 3)M S     (4; 1),   3M a   
22 10 1y x x    
14  Расстояние между директрисами 
в 2 раза больше, расстояния ме-
жду фокусами и ( 2,1)M S  
(1;4),   4M b   2 8 3x y y    
15  12; 0,5a    (3;2),   5M a   22 4 2y x x     
16  5; 0,4b    ( 1; 2),   1M b    
2 2 5x y y     
17  3 6a b c    ( 37; 2),   6M a   
22 10y x x   
18  5; 10b x    директрисы (2; 3),   2M b   2 6 2x y y    
19  Удвоенное расстояние между 
фокусами равно расстоянию 
между вершинами малой и 
большой осей и точка (2;1)M S   
(2 3; 3),   3M a   
22 4 1y x x     
20  Расстояние между директрисами 
в 3 раза больше, расстояния ме-
жду фокусами и ( 2;1)M S  
( 2;2),   4M b   
2 4x y y    
 39 
5. Общее определение невырожденных кривых второго порядка 
Определение. Кривой второго порядка называется множество точек плоскости, отношение 
расстояния r от которых до данной точки F (фокуса) к расстоянию d до данной прямой d, не 
проходящей через фокус (директрисы), есть величина постоянная, равная эксцентриситету: 
( , )







   . 
Приведенное определение имеет место для невырожденных кривых второго порядка: 













    











Замечание. Окружности на рисунке нет, поскольку для нее понятие директрисы не существует. 
6. Уравнения кривых 2-го порядка в полярных координатах 
Пусть γ – либо эллипс, либо парабола, либо правая ветвь гиперболы, F и d – фокус и дирек-
триса этой кривой. Введем прямоугольную правую декартову систему координат, поместив 
начало координат в фокус F, ось Ox проведем через F перпендикулярно директрисе.  
Введем полярную систему координат с полюсом в 
точке F, полярную ось направим по оси Ox (рис. 78).  
В случае эллипса F и d – левые фокус и директриса, в 
случае гиперболы – правые. 





   – орт оси Ox . 
Возьмем произвольную точку плоскости ( , )M r  .  
Пусть 1M  – проекция точки M на прямую FD.  
Тогда 
1( , ) | | | | cosM d DM DM MDF DM i      . 
Далее, DM DF FM  . Отсюда  
 ( , ) | | cosM DF FM i DF i FM i DF r         d . 
Из общего определения кривой второго порядка точка М принадлежит γ в том и только в 
том случае, когда | | ( , )FM M d  или  | | cosr DF r   . 









































Величина | | 0p DF   называется параметром кривой второго порядка. 
Заметим, что для параболы p – это расстояние между фокусом F и директрисой d, поскольку 
1  , то есть как раз введенный выше параметр параболы.  
Для эллипса и гиперболы, учитывая, что /c a  , уравнения директрис  /x a    и 
2 2 2b a c  в случае эллипса, 2 2 2b c a   в случае гиперболы, получим для параметра кривой 
формулу 2 /p b a . 
7. Кривые второго порядка как конические сечения 
Рассмотрим сечения бесконечного конуса плоскостями (рис. 79). 
Пусть   – угол между образующей и осью конуса (0 / 2   );  
  – угол между плоскостью сечения и осью конуса ( 0 / 2   ). 
Пересечем конус плоскостью, параллельной его оси ( 0  ). В сечении получим гиперболу. 
Будем поворачивать плоскость по часовой стрелке. До тех пор, пока угол   не станет равным 
,  в сечении будут гиперболы. При    – парабола, ее плоскость параллельна образующей 
конуса. Поворачивая плоскость на угол, больший ,  получим в сечении эллипс, который при 







































0     
Эллипс 
/ 2     
При / 2 окружность    
Парабола 
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Приложение 
Df Кривая второго порядка – это геометрическое место точек плоскости, отношение расстояния r от которых до данной точки F (фокуса) к расстоя-










   
Определение 
Эллипс – ГМТ плоскости, сумма расстояний 
от каждой из которых до двух данных точек 
(фокусов) постоянна ( 2a ). 
Гипербола – ГМТ плоскости, модуль разности 
расстояний от которых до двух данных точек 
(фокусов) постоянна ( 2a ). 
Парабола – ГМТ плоскости, 
одинаково удаленных от данной 






















    
2 2y px  2 2x py  
Вид 
a b  
a – большая полуось, 











b a  
b – большая полуось, 











a – действительная  
      полуось, 










b – действительная  
      полуось, 
a – мнимая полуось. 
 
  
,c   




   
p – расстояние между фокусом (F) 
и директрисой (d) 
2 2 ,c a b  1
c
a
    2 2 ,c b a  1
c
b
    2 2 ,c a b   1
c
a
    2 2 ,c a b   1
c
b
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p
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Фокальные 
радиусы 
1,2r a x   1,2r b y   1,2 | |r a x   1,2 | |r b y   
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